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9.1 Minimalpolynom f f o = g VPO’ Y QFQ‘L vg

Sei f ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. g ! V— U/ /Q(—-_\w .

Definition: Fiir alle natiirliche Zahlen i sind die Endomorphismen f* € Endg (V) definiert durch[f := idy

—

un Fiir jedes Polynoml o(X) = 2%0(1@6 K[X]ist der Endomorphismus ¢(f) €\Endg (V)
definiert durch '

o(f) = Z/aifi: VoV v Z/aifi(v)
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Bemerkung: Dies bedeutet, dass wir das Element f des Rings End g (f) in das Polynom ¢ einsetzen.

Grundeigenschaften: Fiir alle 4, j > 0 und ¢, ¢ € K[X] und a € K gilt:
(a) flofl=f.

(b) (ap)(f) = ap(f).

(c) (e+¥)(f) =o(f) + ()

(d) (e¥)(f) = @(f) o v(f)
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p ition: Fiir . Pol 0% 1 sind fauivalent: S
roposition: Fiir jedes normierte Polynom ¢(X) € K[X] sind dquiva en% =@

(a) Esist ¢(f) =0, und fiir alle ¢(X) € K[X] mit ¢(f) = 0 gilt p[¢p. &
(b) Es ist o(f) =0, und fiir alle 1)(X) € K[X] ~ {0} mit ¢)(f) =0 gilt degp < degdzj

Ausserdem ist ein solches ¢ eindeutig bestimmt, wenn es existiert.

Definition: Dieses ¢ heisst das Minimalpolynom von f.

Rec, (@ =l S p#o, (/=0 =) ely = dug (p) & dag ().
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Proposition: Ist dimg (V') < oo, so existiert das Minimalpolynom von f. X
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Proposition: Ist gp( f) =0, so ist jeder Eigenwert A € K von f eine Nullstelle von .
—Jvuf(u) N ch(k Z«K‘ = ;ﬂ(p(/\]

= Ov(\f): Cp(f)(\r/_. Lﬁ (v = QL)\ U= GP(X \ﬂ. .
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Folge: Fin Endomorphismus eines unendlich-dimensionalen Vektorraums mit unendlich vielen Eigenwerten

besitzt kein Minimalpolynom.
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Definition: Fiir jede quadratische Matrix A iiber K definieren wir genau wie oben QD(L"J( 1 A

= Zﬁ[ '4‘6‘-"
falls aZ ?OL)
i=0 L#/q,) (V) L\J

sowie das Minimalpolynom von A durch die entsprechenden Eigenschaften. Dann gilt insbesondere L4y =
e_/\L o
(v A ‘(o l ) Q.
Beispiel: (a) Die Matrix A : :( hat Minimalpolynom X? —4X + 1. &/1 - %’ /\L) Wby
(b) Die Matrix A := () hat Mlmmalpolynom X -2
(c) Die Matrix A := (¢ }) hat Minimalpolynom (X — 2)2.

©(L4), und das Minimalpolynom von A ist gleich dem von L 4.
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9.2 Satz von Cayley-Hamilton

Ab jetzt sei zusétzlich dimg (V) < oo.
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Proposition: Ist f diagonalisierbar mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten A; der Multiplizitdt m;

fliri=1,...,r, so hat f das

charakteristische Polynom []i_, (X — A)™ o~
und das Minimal-Polynom J]_, (X — X\;). ="

Beispiel: Besitzt V eine Basis B mit |B| = n und Darstellungsmatrix der Form

so sind das charakteristische und das Minimal-Polynom von f beide gleich (X — \)™.
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